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DERIVADA DE UNA FUNCION

Se estudia aqui uno de los conceptos fundamentales del célculo diferencial: la derivada de una

funcion. Ademas de la definicion y su interpretacion, se hallaran las derivadas de algunas funciones de uso
frecuente.

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN NUMERO

Sea y = f(x) una funcion y x, un numero del dominio de la funcién. Si se toma un valor X, + h
muy préximo a X, (h es un numero infinitamente pequefo), a medida que se hace tender h a
cero, la recta secante que une los puntos (Xo,f(Xo )) ¥ (Xo + h,f(Xo + h)) se aproxima a la tangente a
la curva en el punto (Xo,f(Xo )).

recti tangent7 rectgsecante

flxo+h)=f(x) Fixosh)

h

La pendiente de la recta secante es

Al hacer tender h a cero, la secante tiende a F (o)
confundirse con la recta tangente a la curva en el
punto (x,f(x, )). Por lo tanto la pendiente de la

tangente a la curva en el punto (x,,f(x, ). Se define
h)—
asi- m=Limf(x0+ )= f(xo)

h—0 h Xo Xo+h

Definicidon de derivada de una funcién en un punto

Dada una funcibn y = f(x), se llama derivada de la funcibn f en un punto x, al
g + #) - Flx)
i

limite, =i existe y es finito (un namera), fim v ze simboliza por
A

—0

f(x,) opor  D(f(x,)). Esdecir rfiﬂn h Flxn) = D))

Cuando este limite existe se dice que la funcion fes derivable en el punto x..

Interpretacion geométrica de la derivada

L flxg+ R - flg) _
Puesto que Jim. : P ={'(x),

la derivada de la funcion en un punto X, representa la pendiente de la tangente a la grafica de la
funciony = f(x) en el punto (x,, f(x )).

Ejercicio: calculo de la derivada de una funcion en un punto
Calcular la derivada de la funcion f(x) = 2x -3 en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:
. . it m - 2(1+h)-3—- (-1
Se pide el valor de f (1) (en este caso, x. = 1). () = jiim LG Re (O lim ( ) (=1)
0 h—0 ] h—0 h
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7= im 2 =2
h—0
Calcular la derivada de la funcion f(x = Jx enel punto 2.
Solucion:
Fo)= i LEE=IC) V2+h=2 _ im(mw)(mm);
h—0 h h—0 h h—0 h(\/2+h +4/2)

Iy (N2+n )P —(+2)? g 24h=2_ _ . 1
P n2rn+v2) Y 2rn+2) Y 2+h+fi s \/2+h+\/_ 202

Ejercicio: calculo de la ecuacion de la tangente a una funciéon en un punto

Calcular la ecuacion de la tangente a la curva f(x) =fx enel punto (4,2).

Solucion:

e La tangente pasa por el punto (4, f(4)) = (4,2).

e La pendiente de la tangente a la curva en el punto de abscisa 4 es, por definicién, f (4), luego la
ecuacion de la recta es de la forma  y - 2 = f(4) (x - 4). ' (4) se calcula en forma analoga al
ejercicio anterior y se obtiene f'(4)=L = 1

244 4

La ecuacion de la tangente es entonces y - 2 = %(x—4) = y-2= ix—1 = x-4y+4=0.

Ejercicio: estudio de la derivabilidad de una funcién en un numero
2 oo
, R . - x7 six<l
Estudiar la derivabilidad de la funcién f(x) definida por f(x)= en x;=1 y Xo=0

x six>1

Solucion:
a) Derivabilidad en x, = 1.

Se deben considerar dos casos

Sih>0, 1+h>1 yenestecaso f(1+h) = 1+h. Portanto: |im Lﬁ'—f(l): lim Lxh=t_,
h—0* h—0" h
Este es el «limite por la derecha»
Si h<0, 1+h<1yporlotanto f(1+h) = (1+h)*. Luego:
2 2
lim w = |im (h7 =17 lim (2+h)=2 Este es el «limite por la izquierda»
h—0" h—0~ h—0"

Al no coincidir los limites a derecha e izquierda de 0, no existe tal limite y, por tanto, la funcién fno
es derivable en x = 1. (no existe recta tangente en el punto (1,1) del grafico de la funcién)
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b) Derivabilidad en x, = 0.

. O f0+m -1 - fil-0 _ hz
En este caso no es necesario fim (0 10) ; L) i? im =
considerar h > 0y h< 0 yaque enlas "7 A0 h—0 h=00

proximidades de cero (h es muy pequeno) la funcion es f(x) = X2,

El limite existe y es cero, luego f(x) es derivable en x,= 0 y la pendiente de la tangente es cero
(paralela al eje de abscisas).

Estudiar la derivabilidad de la funcion f (x) = |x| (valor absoluto de x) definida por

¥ sixzl
f[;s{]l—|x|—{_XSiX<Denelpuntu;q:.—[l.
Solucion:
. f(0+h)—£(0 . 0+hA-0 . A ~ lo+H-0 . —h
lim %ﬂlm %ﬂlm ek lim o+A-0 Z' = lim —-=-1
h—0* h—0* h—0* h—0~ h—0~

Al no coincidir los limites a derecha e izquierda de 0, la funcion f (x) = |x| no es derivable en dicho
punto.

¢ Cuando hay que considerar limites a derecha e izquierda al calcular la derivada de una funcion
en un punto?

Si al dibujar la curva se observa que en el punto considerado ésta cambia bruscamente de
direccion, es necesario considerar limites a derecha e izquierda, puesto que, en este caso, la
tangente no se comporta de igual modo y se «quiebra».

Consecuencias de la definicion de derivada en un punto
1. Si existe la derivada de una funcion f(x) en un punto (x, f(x)), existen las derivadas a
derecha e izquierda de x, y tienen que ser iguales; de lo contrario no existiria f'(x, ).

YA

2. Puede ocurrir, no obstante, que existiendo las
derivadas a derecha e izquierda éstas sean distintas. En C
este caso no existe la tangente en (x,, f(x, ). Los puntos
en los que ocurre esto se llaman puntos angulosos. D

3. Los puntos A, B, C, Dy E de la gréfica de la
ilustracién son puntos angulosos: la curva cambia =
bruscamente de direccion en ellos. La funcién /\

correspondiente no es derivable en las abscisas de
dichos puntos.

4. No es dificil, consecuentemente, imaginar la gréafica
de una funcién que no sea derivable en muchos e,
incluso, infinitos puntos. FIGURA 1

<V

5. La idea que hasta ahora se tenia de tangente a una curva como la recta que posee un Unico
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punto comun con ella no es nada apropiada. Si esto fuese asi la curva de la fig. 1 no tendria
tangente en el punto P, mientras que la curva de la fig. 1 contaria con infinitas tangentes en C

6. Si una funcién f es continua en x, y ocurre que [im AEY +h}f_f(x0)
h—0
y=f(x) tiene una tangente vertical en el punto (xo,f(xo)). En este caso f no es derivable en xo.

= entonces la curva

Tangente a una curva en un punto

El concepto de derivada facilita la definicion de tangente a una curva en un punto como el limite de
una secante que pasa por él y por otro punto cualquiera de la curva cuando éste ultimo,
recorriendo la curva, tiende a coincidir con el primero.

Propiedad
Si una funcién es derivable en un punto, necesariamente es continua en él.

Demostracion:
Sea una funcién y = f(x) derivable en x,. Para probar que la funcién es continua en €l, es preciso

demostrar que ﬁfiﬂnflﬁ“ﬁj +H =flxp).  olo que es equivalente, que Jim (fg + #) - fxg)) = 0

Pero flag+ B -Flg) = M-h. Tomanda limites cuando ftiende a0,

) o f(xgt B - )
i (flxg + 0 - f = lim——— lim h, )
hiﬂn[ b+ ) = Tlxo)) hinn h hinn de donde, por ser f(x) derivable,

Pfi_r}nﬂ[f[)q;, + M- flxg) = Fx)-0=0, resultado al que se queria llegar.
Esta propiedad evita el trabajo de estudiar la derivabilidad de una funcién en un punto donde ésta
no sea continua.

Por el contrario, puede darse el caso de una funcién continua en todos los puntos y no ser
derivable en alguno, e incluso infinitos puntos. Vea como ejemplo la funcién y=|x|, que siendo
continua en todos los numeros reales, no es derivable en cero, como ya se ha comprobado.

CALCULO DE DERIVADAS (1)
Derivada de una funcion constante
Sea una funcién constante f(x) = C.

Su gréfica es, como se sabe, una recta paralela al eje de abscisas. Puesto que para cualquier
valor de la abscisa su ordenada correspondiente es, constantemente, igual a C, si a es un punto
cualquiera del dominio de definicion de f(x), fla+ h)-fla)=C-C=0, porloque.

fla+ H) - f(a)

= IJ'mE= W0 =0

f(a)= i
(&) hf'll:l A h—0hH B—=O
Luego la derivada de una constante es siempre cero. Sifix=C=f[x1=0

Derivada de la funcién lineal
Sea una funcién lineal cualquiera f(x) = mx + b. Para un punto cualquiera x,
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Fla+ B - Pl _ mixr B+ b-(m+ B mb _ m y firm = =),
h h h ' dl

lo cual significa que la derivada de una recta coincide con la pendiente de ella misma vy, en
consecuencia, la tangente en un punto a una recta es la propia recta.  Si fix)= mx+b=F(x)=m

Derivada de una constante por una funcién
Si k es una constante y f(x) una funcién, la derivada de la nueva funcién k f(x) sera:

k.ﬂ:XJ,h]_k.ﬂ:Xj: lim ((x+h) f(x))

lirn = k.f(x)
fsD h h—0
Se ha demostrado que (k - f(x))'=k - f(x)

Asi, para derivar una expresion de la forma k - f(x), basta derivar la funcién f(x) y multiplicar
después por la constante k.

- .- - £ -
Derivada de la funcidn potencia ¥ (#m es un nilmero naturalj

Para calcular la derivada de la funcion f(x) = xM, m > 0, hay que evaluar el cociente

WL
bex Ay = . Desarrallando por el hinomio de Mewton <+ 5™,

h
i e - o 5 e
O B - X [D]xm+[1]xm -h+[2] % h2+...+[m] B e
h ) h )

b

m m
;,t’fh[ ]x”"‘“ h+...+[ ]h”"‘—;,t’f"
- 1 m - [m] Xm-1 +[m] Xm-z h+...+[m] hm—1
m
Tomando limites cuando h — 0,

flid= im0 & e h = lim I[ x”‘"“" x”""z h+...+[m] hm'1|
h—0 h—0 ey

. il -
Salvo eltérmlnn[1] L 1, gque no depende de A&, el resto de los

sumandos tiende a cero (su limite es cero). Se concluye que ¢ Fo = 5™ = £ = m !

Ejercicio: calculo de derivadas

Calcular la derivada de f(x) = x2 en el punto de abscisa - 1.
Solucion:

fix)=2-x2-1=2x f-1)=2-(-1)=-2

Entonces, la pendiente de la tangente a la parabola y = x2 enx=-1es-2.

Derivadas de las funciones trigonométricas sen x_y cos x
La derivada de la funcién f(x) = sen x es f'(x) = cos x . Veamos la demostracion
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, . sen(x+h)—senx . senx.cosh+senh.cosx—senx . —senx(l-cosh)+ senh.cosx
f(x)=lim b =lim b =lim b
h—0 h—0 h—0
. 1-cosh senh . )
=|im | — senx. + ; .cos x |=-senx.0+1.cos x=cos x se han usado dos limites conocidos
h—0

La derivada de la funcion g(x) = cos x es g'(x) = - sen x. La demostracion es analoga a la anterior
y se le deja al lector como ejercicio.

Derivada de la funcién logaritmo natural

Puesto que el logaritmo esta definido sélo para valores positivos, es necesario considerar el
logaritmo de x donde x>0

Si x es positivo, aun tomando h negativo, x + h es positivo si se toman valores de h
suficientemente pequefos, lo cual es posible pues se va a calcular el limite cuando h tiende a cero.
En estas condiciones

= —-
h h " X
Por tanto, si x>0

1
In(x+h)-Inx 1 x+h_m[x+h]ﬁ

1 1 1
- - . A1 h * 1
n] 1+ — o —
[J'n(xj]': l;'inl:l In [ﬂ]h = l;'inl:l [&h]ﬁJ = " ﬁiﬂﬂ[ X] =In lim [14‘ ﬁ]h =lnex = L
X X X b

Como se aprecia en la demostracion, se llega a la conclusion i fix) = in x — f'(x) =

=

Derivadas de las funciones exponenciales

Sea la funcién y = aX, siendo a una constante positiva distinta de 1. La derivada de esta funcién en
un punto x es:
&8 —-&

B
a1
= .I'."."‘."]I = .Il."."?‘]l = .Il."."'."]l _— E'X' .|'.'m— =aX lna
¥ B0 h Ly h h—0 h B0

x+h_ax x _h 4 ax( b 1)

En particular, cuando la constante a es el nimero e, la derivada de la funciéon g(x)=eX es

g'x)=(eX) =eX -Ine=¢eX -1 = e Sif=a"=fx=a"ha Y Sign=e'=gi)=2e"
Hasta el momento se saben derivar algunas funciones elementales pero no hay nada que permita
encontrar las derivadas de una suma, un producto o un cociente de estas derivadas; se requiere,
por consiguiente, seguir avanzando en la obtencién de propiedades encaminadas a este fin.

Reglas de derivacion

Hay que recordar cémo se definen la suma, el producto y el cociente de funciones. Si fy g son dos
funciones definidas en un mismo intervalo (en caso contrario, alguna de estas operaciones podria
no estar definida),
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Si fy g son dos funciones reales definidas en un intervalo I, y son derivables en todo xel entonces:
a) La funcién sumade fy g. f+ g:1—— R, es derivable y se cumple (f+ g)(x) =f(x) + g'(x)
b) La funcién diferencia. f- g:1——— R, es derivable y se cumple (f-g)'(x) = f(x) - g'(x)
¢) La funcién producto . f-g:1——— R, es derivable y se cumple (f.g)(x)=f(x).g(x)+f(x).g’(x)

d) La funcién cociente. i :1 - R esderivable y (i] (x)= S(x)8(x)= f(x)g'(x)
g g (g(x)f

siempre que g(x) # 0.

Demostraciones y ejemplos:

Si fy g son dos funciones derivables en un mismo punto x de un intervalo, la derivada de la funcién
suma en dicho punto se obtiene aplicando la definiciones de derivada y suma de funciones,
ademas de las propiedades de limites:

gy ()= fim TXD O R+ () o fx+ 8+ olx+ 8- 10 - g0)
h—0 el A0 h

= T B 00 + gl )~ o

X . .
1. (descomponiendo en suma de dos limites)

b0 h
R S0 St D ) o £/ RPN
ﬁjﬂqn h ﬁjiﬂn # e gl
La derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas. [f(x) + 9(x)I' = f(x) + g'(x)

Derivada de una diferencia de funciones
f-g="1f+(-g), porloque [f(x)-9g(x)]'= [f(x)+ (-9(x)]' = F(x) + (- 9(x)) = f(x) —g'(x)
En consecuencia [£00) - ()] = () - 9'(%)

Ejemplos: calculo de derivadas

Calcular la derivada de la funcion f(x) = x - cos x
Solucion:
(x)'= 1

(cos ¥)' = - sen x }%f'(x}lﬂ—(—sen x) =1+ 380 x

Calcular la derivada de f(x) = x3 - sen x + Inx en el punto x = 7/3.
Solucion:
f,(X)=3X2'('COSX)+ 1/X Susntuyendo X por 7[/3 se 0bt|ene f,(ﬁ/3)=3( 7[/3)24'008(75/3)4‘3/75

Derivada de un producto de funciones

Sean fy g dos funciones definidas y derivables en un mismo punto x.

(Fg) e B - (F-0) () _ fle e B) g+ B - Fix) - 0(x) _ (1)
h h

Si se suma y se resta en el numerador f(x) - g(x + h), la fraccion anterior (1) no varia,

(@)
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(1) = Floc+ B)-glx+ b) - T glx +th ) gl B - T0a gl 2)

Sacando g(x + h) factor comun en los dos primeros sumandos, y f(x) en los otros dos,

i+ B Fs+ B = |+ F) (gl + B - g flo+ B - Fix ®+h) - ol

o) - [ ]+ 704 | L _ gy iR gl - g9
] h h

Si ahora se toman limites cuando h tiende a cero,

hﬂ'mng[x+ 1= gix), pues ges continua en x ya que es derivable en x

I Hx+ A=) f' (%) por definicidn de derivada.

h—0 h

b £(x0 = £(3), al no depender f(x) de &
h—0

e Goe+ Al - 9x) &' (%) por definicidn,
h—0 H

Far tanto, (f-g1' () = hﬁmn (F-g) e+ "!"‘i - (f g ()

(F-g) (x)=F{- Qi)+ Fx]- o ()

Ejercicio: calculo de derivadas
Hallar la derivada de h(x) = x - In x para cualquier x positivo.

= F) - glx)+ Flx)- g ()

Solucion:

Sige llama fix) =x, F'ix) =1 1

Sigixl=thx, glx= 1 = [f(x)- g (] =1'J'”X+X-;= nox+1
X

(@ Calcular la derivada de #(x) = %xz seh X

Solucion:

Si () = 52, £ = D } H o - 2

(2x-sen x+x°cos x)

B —

=i gx) = sen x, @'(x) = cos x

CALCULO DE DERIVADAS (n)
Derivada de un cociente de funciones

Considérense, como en los casos precedentes, dos funciones fy g definidas y derivables en un
punto x. Ademas, en este caso, se tiene que imponer la condicién de que la funciéon g no se anule
en x.

fer ) Fx)

gt R g0 _ flce R gl - fpd gl e B = 1 e B a() - ) gix+ A (1)
h a(x) g+ )k g} gl + B h
Si en la segunda fraccién se suma y se resta al numerador f(x) - g(x), se obtiene:
(1) = 1 Fl+ B g — Flx) @) + Fl) glx) - F) g+ ) 2)
Gl gl + h) h

Sacando factor comun g(x) en los dos primeros sumandos de la segunda fraccién, y f{x) en los dos dltimos,
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o) - 1 glx) [Fle+ 8 =00 - F00 [g0x+ #) - g(x)]
Gl g+ R) h
Por ultimo, se toman limites cuando h tiende a cero notando que:
f;"."_."}ﬂDQ‘I:X+ A1 = gix) por la continuidad de g en x al ser g derivable en dicho punto.

Flo+ B - Fix) g+ B -glxd

i — =[x I —————— = o' (%) por definician de dervada.
h—=0 i) |: :I Y h—0 g |: jl P
En definitiva,

fo+ B) F()

oGt B ol 1 _ - flx+ R - () gl R gl ]
P! A i hfiﬂn[ 909 glx + m] gx) [hfiﬂﬂ h ] - T [J’—’IE b ]
1 . .
"ot S0 100710 9] [ﬂ:xﬁ]' L F00 900 - 109 ¢'(
g(x) [90a)

Ejercicio: calculo de derivadas

. - 1 .
(I Calcular la derivadade y = » ™ = — lmes un ndmero natural).
X

Solucion:

R PRV PP il - R
- = —m- =—m-xm_1 Em:_m_xm1

(Xm:lz X2m

Derivada de la funcién tg x

sen ¥
cos x '

Fuesto que tg x =

Aplicando la férmula de la derivada de un cociente,

,_cosx-cosx—senx-[—senxj_coszx+sen2x_cos2x senzx_ 2
(fg x)' = = = + =1+ byt x
cost x cost X cost ¥ costx
0 bien, recordando gue aen2x+co.32x=1, CDS2X+SEHZX= 1 = sec? x
onet x cnst ¥
Por tanto, (tg x)' =1+t x = sec” x =
o x

Derivada de la funcidn sec x

580 K=

Si f(x)=1,f(x)=0 y sig(x)=cosx, g'(x)=-senx, luego
Por la férmula de la derivada de un cociente,

Si f(x) =senx, f(x) =cosx y si g(x)=cosx, g'(x)=-senx

9
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,_Drcosx-1-(-senx) _ senx 1 senx _ ,
(sec x)'= = = = = : = sec x-tg X (sec x)' = sec x - tg x
COET X coscx GOSN COSX

Derivada de la funcién cosec x

COseC X =

Si f(x)=1, f(x)=0 'y Si g(x)=senx, g'(x)=cos x. Porladerivada de

SR X

(cosec x)'= 5

un cociente, O-senx-1Tcosx -cosx 1 -cosx
sen x sertx  Sen X  Sen X

-cosec x.cotg x

(cosec x)' = - cosec x - cotg x

Derivada de la funcién cotg x

1 COS X
cofgy = —— =
fgx senx

Si f(x) = cos x, f(x) = - sen x
Si g(x) = sen x, g'(x) = cos x

(-3eh ¥) 580 X- CO8 X CO8 X _ - serf X - cost X

(cotg x)'= =
ser x sen’ x
_ sen”x  cost x _ 2
=-—s—-——— = -1-colgx
s8N X senT X
2 5
. - EBENT K- COST X -1
O haciendo uso de sen” x + cos® x = 1, 5 = = - cosectx
=en” x sen” x
-1
Por tanto, (cotg =)= -1+ cofgzx) = —cosecx =
serF x
Ejercicio: calculo de derivadas
. ¥ cosx-2
(I Calcular la derivada de #(x) = —_—
®

Solucion:

Llamando f(x) = x cos x- 2, f(x) =1 - cos x + x - (- sen x) = cos x - x sen x (la derivada de 2 es cero
por ser una constante)

Sig(x) = x2, g'(x) =2 x

e . lcos x-x sen xsz—[xcosx—Ej-Ex X cos X - %7
'hl:}{:l— 3 - X3

X

sef x+ 4

_xtgx-cosx

@ Hallar la derivada de A{x)
Inx

Solucion:
e Sif(x) =xtgx-cosx f(x)=1"tgx+x(1+1g2x) - (-sen x) =tg x + x(1 + tg2x) + sen x
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tg x+x+xtg2x+ sen x) i x-({xilgx-cosx)fx
(n %)

A pesar de contar ya con un numero estimable de propiedades para el calculo de derivadas, hay
funciones elementales, como +x, para las que no se conoce ningun procedimiento para la
obtencién de su derivada. Para seguir avanzando por este camino se hace imprescindible conocer
una de las propiedades mas fundamentales y utiles de la derivacion, aunque no se hard su
demostracion. Se la conoce como derivada de una funcién compuesta o regla de la cadena.

entonces Hix) = ':

*Sigxl=dnx g'(x) =

x| =

REGLA DE LA CADENA

Esta propiedad asegura que si y = f(x) es una funcion derivable en un cierto intervalo I, f: f——R,

Y Zz =g(y) es otra funcién derivable y definida en otro intervalo J que contiene a todos los valores
(imagenes) de la funcion f,esdecir que g:J—>R y f(x)edJ paratoda xel

entonces la funcidon compuesta 0of : T - R definida por (g, f) (X) = g[f(x)], es derivable en
todo punto x del intervalo / y se cumple que

(gory(x)= gfea] Fx)

Ejemplo: calculo de derivadas

Calcular la derivada de la funcion h(x) = sen x2.
Solucion:

La funcién sen x2 es una funcién compuesta de otras dos f(x) = X2 y g(x) = sen x.
R—R—¥3R

K33 — 3 sen X En efecto, (g of) (x) = Q[f(«‘f:'] = Q':Xz:' = sen

Al ser g(x) = sen x, g'(x) =cos x, por tanto g’[f(x)] =cosf(x)=cosx2 Y fix)= %% =)= 20

Por la regla de la cadena,  h'(x) = g'[f(x)] - f(X) = 2x cos x2

2
& Derivar la funcidn h(x) = [ - ]
Solucion:
® h(x) es una funcion compuesta de f(3) = X2x+1 y ol = e

(e ha de suponer gque x #0 parque para este valar la funcidn no esta definida.)
R-{0]—+R—£=R
3

2, z, . 2,.1)
xs {X}j (gaf;..:x;_g[f(x;.]:g[xz 1]=[” 1]

X X X

, 2 )’
De g(x) = x3, se deduce g'(x) = 3x2. En consecuencia, g'[f(x)] =3 flxy? =3 [T
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C e x- (R 28 - -
2 2
Por la regla de la cadena, I[

®Por atra lado, f'(x)

2 1) -3 x2+12_x2—1 ’
¥ ® e

Se sabe que la derivada de una funcion f(x) = xMes f(x) =m - xM - 1.

Regla de la cadena para la funcién potencial

Si en lugar de x se tuviese una funcién u(x), la derivada de u(x)M

3 —— W) — ()™

aplicando la regla de la cadena, sera:

)™ =m - u)™ -1 u'(x)

Para simplificar la notacion, y a partir de ahora, se escribira simplemente u en lugar de u(x).

Ast =i i) = = frix) = (umj“= e

Ejercicio: calculo de derivadas

Calcular la derivada de f(x) = (x2 +1)3.
Solucion:

-Siu=x2+1, u'=2x
En este caso m = 3 o fi(x) =3 (X2 + 1)2 - 2x = 6x (X2 + 1)2

Regla de la cadena para la funcion logaritmo natural

12

Si en la derivada de logaritmo neperiano se sustituye x por una funcion de x, u(x), en virtud de la

regla de la cadena se tiene que

W
(Injy' = m

Ejercicio: calculo de derivadas
(D Calcular la derivada de (x) = J'n[xzjﬂ
x

Solucion:

w4

® e toma u = 2 y se calcula u'aplicando la derivada de un cociente:

e Zuw - (2 4N 2x 2w

2 Se aplica la regla de la cadena:
i e e
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o - m[x +1] 2x+1 o2 2
KA K )

Hallar la derivada de f(x) = In |sen x |
Solucion: y o
u=senx; u'=cosx o (%) = f”|SE”X[J'?=—=C‘DfQX

Regla de la cadena para las funciones exponenciales

Si u es una funcién derivable, por la regla de la cadena se tiene que las funcion f(x) = a4 y

g(x) = e¥ son derivables, ademéas, f(x)=(a4)' =u'-a¥-lna y g'(x)=(e¥ ) =u'-¢el

Ejercicio: calculo de derivadas

(1) Calcular la derivada de f(x) = 4X Sén X
Solucion:

e Llamando u=x-senx, u'=1"-sen x + x cos x

f(x) = (AX SEN X )’ = (sen x + x cos x) - 4X SEN X . |n 4

(@ Calcular la derivada de glx) =
Solucion:

[
z z

®Siu= o, wE 2k gk = (e ) = 2xe X

Regla de la cadena para las funciones trigonométricas

(b u)’ (1+ 15 u) coe?u = o/ sec® u

(gen ) =u-cosy (cosu) =-u-seny
[ 4 o (cotg W) = -u'(1+ co.’rgzuj = —
(secu)] =udsecuwlgy  (cosec w)' = -u'cosec - cotg Y -
Ejercicio: calcular la derivada
Calcular la derivada de f(x) = sen(sen x)
Solucion:
Siu=senx, u'=cosx fi(x) = (sen(sen x))' = u' - cos u = cos x - cos(sen X)

Hallar la derivada de g(x) = sec (x2 - 1)
Solucion:

u=x2-1; u'=2x g'(x) = (sec(x2-1))'=u'-secu -tgu=2x-sec(x2-1) -tg(x2-1)
Calcular la derivada de h(x) = sen3x2

Solucion:

e Llamando u = sen x2, hay que derivar sen3x2 = u3.

* Por la regla de la cadena, la derivada de u3 es (13 )'=3 - 12 - u'

13
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Llamando v = x2; u =senv. "= V'-COS V=2X - CoS X2
e Finalmente, h'(x) = (sen3x2)'=3u2 - u'=3 - sen®x? - 2x - cos X2 = 6X - SeN°x2 + coS X2
Para calcular la derivada de una funcion que es inversa de otra, es necesario conocer un
importante resultado, aunque se evita hacer su demostracion.

Derivada de la funcidn inversa
Si una funcion y = f(x) admite una funcién inversa f' y la funcién f(x) es derivable en un punto X,

o ,
entonces la funcién f es derivable en el punto f(x ).

Sabemos que al componer una funciéon con su inversa se obtiene la identidad, la cual es
derivable. Asi tenemos que (f_1of)(X) =X yderivando ambos miembros se obtiene

’

[(Fof))] =1 = £ (f(x).F()=1= " (f(x)) =1/*(x)
En virtud de este resultado, la funcion x1/N es derivable por ser la funcién inversa de xN:
P J— L L

Como consecuencia, al ser la funcion xM derivable para cualguier nimero entero m, como ya se
ha visto, la funcién xM/N es derivable por ser composicion de dos funciones derivables:

PO SN

Derivada de la funcidn x""

Sea u = x1/M; elevando a n, u" = x.
Derivando ambos miembros se observa que

(Unjll - nu”_1 .y = W= 1 = 1
" nu"uw'=1 Despejando u' , n-y" il
®=1 nox "
1
En patticular, la derivada de la funcién f() = +x es PUETE = —
P ) ) 207 2%

. .. min
Derivada de la funcidn x

Sea f(x) = xM/n

Seelevaan, f(x)N=xM

Luego se deriva: nfe" oo = mex
n-1 n-1
Pero fix) =(mn)
| E_1
Despejando f '), Plg=—% =M%
n[}{mjn)n 1 n

. in min
Regla de la cadena para las funciones ¥4y u

Si en las dos funciones anteriores se tiene una funcion dependiente de la variable x, u(x), en lugar
de la funcién x, se obtienen las siguientes derivadas:
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Si () = M = () = (V)= 4 | J
il E [ =Y
e T n particular, (JE) o
S 000 = 4™ = g (0 = (7= Doy

Para obtener estas igualdades, basta aplicar la regla de la cadena.

Ejercicio: calculo de derivadas

(D jCual es la funcidn derivada de f{x) = ».,.lxz + 880 X

Solucion:
®-e escribe la raiz en farma de paotencia: Wi+ sen x = [x2 + Zen x]|11"2

e Se trata de calcular una derivada de la forma ul/2.

Siu=x2+senx, u'=2x + cos x

* Obsérvese que en este caso n=2 f'ix) = [ b + sen x] = [ Ju)’ R

EJ.'.T 2Jx2+senx
2
@ Calcular la derivada de flx) =3 [X+1]
|| ®

Solucion:

: : x+ W fxe1)??
®5p escribe la raiz en forma de potencia; 2 [ ] :[ ]
X X

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

La funcion sen x definida en [_Eﬂ %] torma todos losvalores del intervalo [—1, 1]

: . - mom
una solavez, es decir, dos nimeros distintos de [—5 E] alcanzan valores  distintos en [- 1, 1].

E] a [—1, 1] mediante

Esto quiere decir que existe una aplicacidn hiyectiva de [—Eﬂ 5

15

la funcién seno. En estas condiciones se puede definir la aplicacion inversa de f(x) = sen x,
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llamada «arco-seno» y que se simboliza por arc sen x.

1 _ = 7 _ 1
= —= pues s8R — = =

Agi, arc san T 3

f
aC sen —E
L 2

3
2

_ = [ ?T]_ o
=-— pues sen|-=|=-sen==-
3 3 3

— [, 1] |-z E]
ST X = L= e 2

!

1
T
|
ra

X—> f(X) = sen x— ' [f(X)] = f=1(sen X) = arc sen (sen x) = x

Derivada de la funcién arc sen x

Siy = arc sen x = f~1(x), aplicando f, f(y) = f(f 1(x)) = x, es decir, sen y = x.
1

Dervando respecto a x, porlaregla de la cadena, y'eos y=1dy'=s w05y

. , 2 2 2 2 _ 2
De la conocida formula sen y + cos y=1, cos y=1—-sen y — cosy =21 J1-sen”y,

. nom f
pero en el intervalo [-5. 5] Cosy es positivo, por lo que cos i = 41 - senzy.

Por G ltimo, v puesto gue sen y = %, cos i = A1 - %

Llevando este resultado a la expresion de ', ' =

Sl Rx) = arc sen x= KX =

Derivada de la funcién arc cos x

1 1
1-° -

16

Andlogamente, la funcién cos x tiene una funcién inversa llamada «arco-coseno» y se simboliza

por arc cos X.
De y = arc cos x se deduce x = cos y. Derivando por la regla de la cadena,

1=-yeeny—y'=

se0

Como seny=J1—coszy=ﬂr1—x2,y'= >
"I_

SiKxI = arccosx= KX = !

1-x°

Derivada de la funcidn arc tg x

La inversa de la funcion tg x se llama «arco-tangente» y se simboliza por arc tg x.
y =arctg x, x =tgy. Derivando por la regla de la cadena,
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SiHxI=arcigx= H(x)= ﬁ

1=y'[1+tg2yj=y'|:1+x2]|. Despejando ', ¥'= 5
1+

Derivada de la funcién arc cotg x

La inversa de la funcion cotg x se llama «arco-cotangente» y se simboliza por arc cotg x.

Si y = arc cotg x, x = cotg y. Derivando esta igualdad por la regla de la cadena,

T1=-y"(1+ cotgzyj = - +xzj. Despejando ', y'= il S0 A = arc cotg x= M (x) = -
(E¥'s 1432

Derivada de la funcién arc sec x

Anédlogamente a los casos anteriores, sec x tiene una funcién inversa llamada «arco secante» y
simbolizada por arc sec x.

y = arc sec x, x = sec y. Derivando por la regla de la cadena,

1=y'-secy-tgy=y'-x-tgy (1)

-2 - .2
Far trigonometria se sabe que1+tg2y=%=seczy=x2,de daonde gy = -1 tgy = i -1
cos” i

sustituyendo este valor en la igualdad (1), 1= _|,."'|'X"|,||X2 -1, ydespejando ',

! Sl A = arc sec k= R (X = 1

sl -1 XAl -1

Derivada de la funcién arc cosec x

Siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior,

y = arc cosec x, X = cosecy

Derivando: 1 =-y'-cosecy -cotgy=-y'-x-cotgy (1)

Coma 1+ cotg?y = 12 = cosecty = 12, cotg y = oxf -1
sen” |

_|r.r':

-1

s -1

Llevando este resultado alaigualdad (1) y despejando y', ' =

-1

ox? -1

REGLA DE LA CADENA TRIGONOMETRICA INVERSAS

Si en cada una de las funciones anteriores se tuviese una funcion de x, u(x), en lugar de la funcién

X, las derivadas de las nuevas funciones compuestas se convierten, por la regla de la cadena en:
' -

f(x) = arc cos u f'ix) =

~L.l1—u2 1-u?

SR = arc cosec x = R'(x) =

f(x) = arc sen u f'ix) =
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flx) = arctgu f'(x) = Y . fx) = arc cotg u £1(x) = '“'2
1+ 0 1+ 4
1 U I -
fix) = arc sec u flix) = —— f(x) = arc cosec u f'ix) =
woalu? -1 ufu? -1

Ejercicio: calculo de derivadas

(T Calcular la derivada de i = arc sen ad

X —-—
Solucion:

. x+1 . )
o5y = w1 por la derivada de un cociente,
-

T x=T- e 2 2 1
W= = Luego = - :
(- 1 e - 17 T \/1_[#1]2
-1
| r *
(@ Hallar la derivada de i = .Eufr:fgH
X
Solucion:
1 e
hx —x-nx 1=ty . ,:1-Inx. 1 :1-Inxl : 1-Inx
®lamando v = K,u=” = = 2 / i 1+{mx]z W it e (g’
X
i3

(3@ Calcular la derivada de y = arc SECT

Solucion:

.= x3, W= 3% =5yt

Qi
L]

Byl

| | _|r,r':
5 3K5 3]2_
3;{&3;{ 1

@ ;Cualesladervada dey = arc cosec A =17

Solucion:
® Siu= x-'{x?'——1 = 2x =X
232 -1 b -1
_ X
- % -1 s

W 3
TR JE 2 (2 =) 432 - 2
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